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1 Question 2: Adjustment coefficient and Lundberg inequality

1.1 原题

In a large company, two separate Poisson surplus processes are being monitored. In process A,

reserves of UA = 3000 are available, approximately λA = 25 claims are expected annually, θA = 0.20,

and the typical claim XA is a (0.75, 0.25) mixture of an exponential random variable with mean µ = 60

and an exponential with mean µ = 20. For process B,UB = 1000, λB = 30, θB = 0.20 and XB ≡ 50.

For both of these processes, find the adjustment coefficient of the process and comment on the differences.

Using Lundberg’s inequality, determine upper bounds on the probabilities of ruin for the two processes.

1.2 参考答案

对于 A过程，有 E(XA) = 0.75× 60 + 0.25× 20 = 50。但指数分布的混合不一定仍是指数

分布，因此，不能使用课本第 135面式 4.5。这时，还是要规矩地求出MXA
：

MXA
(r) = 0.75×

1
60

1
60 − r

+ 0.25×
1
20

1
20 − r

= 0.75× 1

1− 60r
+ 0.25× 1

1− 20r
所以：

AA(r) = λAMXA
(r)− λA − (1 + θA)λAE(XA)r

= λA [MXA
(r)− 1− (1 + θA)E(XA)r]

= 25× (0.75× 1

1− 60r
+ 0.25× 1

1− 20r
− 1− 60r)

上面的方程实际上是一个一元二次方程，化简得 7200r2−360r+1 = 0。进而可解得RA = 0.04705

或 RA = 0.00295。这两个解应该取哪一个？由课本 137面，

R ⩽ 2θE(XA)

E
(
X2

A

) =
2× 0.2× 50

0.75× 7200 + 0.25× 800
= 0.00357

所以直接舍去 RA = 0.04705这个解。因此 RA = 0.00295。由 Lundberg不等式，破产概率

的上界为 e−RAUA = 0.000143。

对于 B 过程，有：

AB(r) = λBMXB
(r)− λB − (1 + θB)λBE(XB)r

= λB [MXB
(r)− 1− (1 + θB)E(XB)r]

= 30× (e50r − 1− 1.2× 50r) = 30× (e50r − 1− 60r)

解方程 30× (e50r − 1− 60r) = 0，可得 RB = 0.007081。由 Lundberg不等式，破产概率的

上界为 e−RBUB = 0.000842。

A和 B 两过程中，每次损失的均值相同，但 B 过程的损失是常数 50，而 A每次的损失是

一个随机变量。从最后计算出的调整系数来看，B 的调整系数要高于 A的调整系数，在拥有相

同初始准备金的情况下 B要更安全。然而从实际情况来看，B的初始准备金要远小于 A的初始

准备金，因此 A的破产概率上界要小于 B 的破产概率上界。

1这个方程可以通过 Question 4中的 Newton-Raphson法解出，也可以直接用 EXCEL的规划求解解得。
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1.3 给分标准与批改评价

表 1: Question 2给分标准（共 20分）

采分点 分值

计算 A的MGF 4

得出 A的调整方程 3

计算 A的调整系数和 Lundberg上界 3

得出 B 的调整方程 4

得出 B 的调整系数和 Lundberg上界 3

对 A和 B 的调整系数大小做出评论 3

与参考答案的略微差异都没有当作错误。本题完成情况非常差，主要错误点有：

• 很多同学把本题A中两个指数分布混合而成的分布仍然当成指数分布，进行后续计算。同

学们可以自己验证，这两个指数分布混合后，所得的累计分布函数真的是均值为 50的指

数分布吗？（当然不是）

• 很多同学在计算混合分布的MGF时遇到了麻烦。还请查看参考答案。

• 小部分同学无法解出调整方程的解。

2 Question 4: Newton–Raphson method and Lundberg bound

注. 本题制作了运用 Newton-Raphson算法的 EXCEL表格，可下载学习。[下载]

2.1 原题

In a Poisson surplus process suppose that the typical claim X is uniformly distributed on (0, 1) and

that θ = 0.1. Use the Newton-Raphson method (with initial estimate 2θE(X)/E
(
X2

)
) to find the

adjustment coefficient R. If initial reserves are U = 10 what would you estimate for an upper bound on

the probability of ruin?

2.2 参考答案

对于均匀分布来说，有 E(X) = 0.5, V ar(X) = 1/12，所以 E(X2) = 1/3。这样，Newton-

Raphson方法的初值为 2θE(X)/E
(
X2

)
。即 R0 = 0.3。另外，由于 X 服从均匀分布，有

MX(r) =
er − 1

r
, M ′

X(r) =
rer − er + 1

r2

接着，我们再回顾待解的原始方程。由课本第 135面 c = (1 + θ)λE(X)的假设，虽然不知

道 λ，但我们仍然能够解出方程。

A(r) = λMX(r)− λ− (1 + θ)λE(X)r = λ [MX(r)− 1− 0.55r]

A′(r) = λ
(
M ′

X(r)− 0.55
)
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根据 Newton-Raphson法2：

R1 = R0 −
A′(R0)

A(R0)
= 0.280774

R2 = R1 −
A′(R1)

A(R1)
= 0.279356

R3 = R2 −
A′(R2)

A(R2)
= 0.279348

. . .

此后迭代中，R的值趋于稳定，可认为 R的值为0.279348。由 Lundberg不等式，破产概率的上

界为 e−RU = 0.061208。

2.3 给分标准与批改评价

表 2: Question 4给分标准（共 20分）

采分点 分值

计算 Newton-Raphson方法的初值 5

得出 X 的MGF及MGF的导数 3

计算调整方程并求导 4

使用 Newton-Raphson方法不断迭代 6

得出 Lundberg上界 2

本题的完成情况中规中矩。主要错误点集中在：

• 部分同学计算均匀分布的二阶矩和MGF时出错。这些信息其实都可以在课本的附录 A中

找到；

• 很多同学把初值代入 Newton-Raphson法后得到 R1，就不进行反复迭代了。一般来说，这

种数值算法要重复迭代，直到值趋于稳定才能输出结果。“趋于稳定”在算法中又被称为算

法收敛，一般情况下，如果算法输出的下一个值跟本次输出的值相差很小（如 10−7），可

认为算法收敛。

3 Question 8: Adjustment coefficient of different Poisson surplus pro-
cesses

3.1 原题

In a reinsurance company, three separate Poisson surplus processes are being managed, where the

respective parameters are given in Table 3. Here for any process, U = initial reserves, λ = Poisson

parameter, θ = security loading and X is typical claim size. For each process find the adjustment co-

efficient. Using the Lundberg bound as an approximation for the probability of ruin, rank the processes

relative to their probabilities of ruin.

2在 A′(r)和 A(r)做比值时，λ被约掉了。这就是为什么刚才说“虽然不知道 λ，但仍然能解出方程”。
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表 3: Poisson surplus process parameters (reinsurance)

Process U λ θ Claim size X
A 200 10 0.2 X ≡ 20

B 130 20 0.4 X ∼ exponential (µ = 12)

C 250 25 0.1 X ∼ Γ(2, 0.2)

3.2 参考答案

对于三个过程来说，λ, θ和MX(r)不同，但调整方程的一般形式是可以推导出来的：

A(r) = λMX(r)− λ− (1 + θ)λE(X)r

= λ [MX(r)− 1− (1 + θ)E(X)r] = 0

即相当于解方程：

MX(r)− 1− (1 + θ)E(X)r = 0 (*)

3.2.1 A过程

对于 A过程来说，赔款是常数，所以MX(r) = e20r，E(X) = 20。代入(*)式，可得

e20r − 1− (1 + 0.2)× 20× r = 0

解得 RA = 0.017706。3Lundberg上界为 e−RAUA = 0.02898。

3.2.2 B 过程

对于B过程来说，因为赔款服从指数分布，所以可以直接使用课本 135面式 4.5。令 β = 1/µ，

则

RB =
βθ

1 + θ
= 0.02381

Lundberg上界为 e−RBUB = 0.04526。

3.2.3 C 过程

对于 C 过程来说，MX(r) =

(
0.2

0.2− r

)2

，E(X) = 2/0.2 = 10。代入(*)式，可得(
0.2

0.2− r

)2

− 1− (1 + 0.1)× 10× r = 0

化简得：

11r2 − 3.4r + 0.04 = 0

解得 RC = 0.01225或 0.29684。由教材第 137面的不等式，

RC ⩽ 2θE(X)

E(X2)
=

2× 0.1× 10

150
= 0.0133

所以 RC = 0.01225。Lundberg上界为 e−RCUC = 0.04677。

从破产概率上界来讲，有 C > B > A。

3上面这个方程的解可以通过 EXCEL的规划求解或者 Newton-Raphson算法得到，求解析解求不出来。
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3.3 给分标准与批改评价

表 4: Question 8给分标准（共 20分）

采分点 分值

给出调整方程 3

对三个过程，分别给出调整系数和 Lundberg上界 15，每个 5分

评论三个过程破产概率的大小关系 2

这道题的完成质量很不错。像第 8题这样的题非常有可能作为期末的小计算出现在试卷中，

因为解这类题目的方法非常固定。对于赔款为常数的情况，调整方程一般使用数值方法解出；赔

款满足指数分布，可以直接代入书上的公式；赔款如果满足混合指数分布或 Gamma分布，解调

整方程就是在解一个二次方程（但最终可能会有一解因为无法满足调整系数上界被舍去）。

4 Question 12: Adjustment coefficient under proportional reinsurance

4.1 原题

In a Poisson surplus process for aggregate claims, initial reserves are U = 500, the annual claim

rate is λ = 40 and the typical claim X is exponential with mean 100. A premium loading of θ = 0.3 is

used on policyholders.

(a) Determine the mean and variance of U(2), the net value of the process after two years.

(b) What is the adjustment coefficient for the process described above, and what is the probability

of ruin for this process? How does this compare with the Lundberg bound for the probability of ruin?

(c) Proportional reinsurance is available whereby a proportion α of each claim is retained by the

insurer (and the reinsurer handles the remaining proportion 1−α ). The reinsurance loading is ξ = 0.4.

Show that the adjustment coefficient for the process with this type of reinsurance as a function of α is

given by

R(α) =
1

100

[
4α− 1

α(14α− 1)

]
What is the maximum value of R(α), and for what values of α is R(α) ≥ R(1)?

4.2 参考答案

4.2.1 (a)盈余过程的均值和方差

对于一个盈余过程来说，其任意时间点的余额为初始准备金加上保费，再减去赔付：

U(2) = U + c× 2− S(2)

= U + 2c−
N(2)∑
i=1

Xi

又因为

c = λ(1 + θ)E(X) = 40× (1 + 0.3)× 100 = 5200
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所以

E[U(2)] = U + 2c− E(N)E(X)

= 500 + 2× 5200− 40× 2× 100

= 2900

对于 U(2)来说，其唯一不确定的部分就是总赔付的多少，而总赔付是一个复合 Poisson变

量。因此，求 V ar(U(2))就是在求复合 Poisson变量的方差：

V ar(U(2)) = V ar

N(2)∑
i=1

Xi


= V ar(N)E2(X) + V ar(X)E(N)

= 2λE(X2) = 2× 40× (1002 + 1002) = 1600000

4.2.2 (b)赔付为指数分布时的精准破产概率

令 β =
1

E(X)
，由课本 135面式 4.5得

R =
βθ

1 + θ
= 0.0023

相应的 Lundberg上界为 e−RU = e−0.0023×500 = 0.3154。由课本第 140面式 4.6得，准确的破产

概率为

ψ(U) =
1

1 + θ
e−βθU/(1+θ) = 0.2426

真实的破产概率小于相应的 Lundberg上界，而且小了很多。

4.2.3 (c)比例再保险下的调整系数

在保险公司购买比例再保险时，先要保证保险公司的净利润为正。由课本第 147面，有：

α ⩾ 1− θ

ξ
= 0.25

所以，我们只用观察 [0.25, 1]这段区间上的 R，选择其它区间上的 α无法令保险公司得到

正的净利润，所以不需要考虑。

令 β =
1

E(X)
，由 148面式 4.13，可得：

R =
β[θ − ξ + ξα]

α[θ − ξ + α(1 + ξ)]
=

1

100

0.3− 0.4 + 0.4α

α[0.3− 0.4 + α(1 + 0.4)]
=

1

100

0.4α− 0.1

α(1.4α− 0.1)

分子分母同乘以 10，可得

R(α) =
1

100

4α− 1

α(14α− 1)

将 R(α)对 α求导，可得

R′(α) =
1

100

−56α2 + 28α− 1

α2(14α− 1)2

令 R′(α) = 0，可解得 α = 0.0387 或 0.4613。由二次函数的图像性质，可知 R(α) 在

(0.25, 0.4613)上单调递增，又在 [0.4613, 1]上单调递减。因此，R(α)的最大值只能取在 0.4613

上，R(0.4613) = 0.0034。

解方程 R(α) = R(1)，可得 α = 13
42。所以在 [1342 , 1]上，都有 R(α) ⩾ R(1)。
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4.3 给分标准与批改评价

表 5: Question 12给分标准（共 20分）

采分点 分值

给出盈余过程的均值 2

给出盈余过程的方差 3

计算调整系数 3

计算破产概率 2

计算 Lundberg上界并比较破产概率与 Lundberg上界 2

证明 R(α)的形式 2

给出 R(α)的最大值 3

给出 R(α) ⩾ R(1)的区间 3

5 Question 14: Adjustment coefficient under excess of loss reinsurance

5.1 原题

The aggregate claims process in a company is well approximated by a compound Poisson distribu-

tion with Poisson parameter 200 and individual claim size density given by f(x) = e−(x−5), x > 5. The

premium charged by the company to cover this risk includes a security loading of θ = 0.25. Derive a

formula for the adjustment coefficient for this claims process and give a good upper bound for R in this

situation.

Suppose excess of loss reinsurance is available from a reinsurer with a relative security loading of

ξ = 0.50. The table below shows for various values the retention limits M and the expected profit for

the insurer (net of reinsurance costs) with missing values indicated by ∗. Complete the table by filling in

the missing * . Comment on the relationship between retention limit and profit.

Retention limit M Expected annual profit
5 200.00
6 ⋆

⋆ 286.47
∞ ⋆

5.2 参考答案

首先是计算调整系数：

A(r) = λMX(r)− λ− (1 + θ)λE(X)r

= λ [MX(r)− 1− (1 + θ)E(X)r] = 0

要计算出调整系数，需要计算 E(X)和MX(r)：

E(X) =

∫ +∞

5
xe−(x−5)dx = 6
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上面这个积分可以用换元积分法，令 y = x− 5解出；通过简单的分部积分也可以达到相似

的效果。仔细观察概率密度函数，可以发现这个概率密度函数就是参数为 1的指数分布向右平

移了 5个单位。因此 E(X) = 6是完全可以预料的。

MX(r) = E(erX) =

∫ +∞

5
erx · e−(x−5)dx

=

∫ +∞

5
e(r−1)x+5dx

=
e5r

1− r
(r < 1)

上面的积分是在 r < 1的情况下成立的，就如同指数函数的MGF一样。

所以，

A(r) = 200

[
e5r

1− r
− 1− 1.25× 6r

]
= 0

使用数值方法（如 Newton-Raphson算法）可解得 R = 0.069499。在本题中，R存在上界，

由 137面，可得

R ⩽ 2θE(X)

E(X2)
=

2× 0.25× 6

37
= 0.081081

上述式子中，E(X2)是通过MGF求二阶导后在 0处取值得出的：

M ′′
X(r) =

(25e5r − 25re5r)(1− r)2 − (6e5r − 5re5r)(2r − 2)

(1− r)4

下面计算期望利润。令 Y = min(x,M)，Z = max(x −M, 0)，则 Y 是保险公司承担的责

任，而 Z 是再保险公司承担的责任。

E(Y ) =

∫ M

5
xf(x)dx+MF̄ (M) = 6− e5−M

E(Z) = E(X)− E(Y ) = e5−M

所以，

Net Profit = λ [(1 + θ)E(X)− (1 + ξ)E(Z)− E(Y )]

= 200×
[
7.5− 1.5e5−M − (6− e5−M )

]
= 200(1.5− 0.5e5−M )

因此，可以填写题目中的表格：

Retention limit M Expected annual profit
5 200.00
6 263.21
7 286.47
∞ 300

每年的净利润随着限额的提高不断提高，直至接近 300。
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5.3 给分标准与批改评价

表 6: Question 14给分标准（共 20分）

采分点 分值

给出 X 的均值和MGF 6

计算调整系数的上界 5

填写未完成的表格 9（每个 3分）

这道题的答案长度很短，但是要做出这道题并不容易。很多同学在算二阶矩的时候做错，也

有同学弄错了净利润的公式，整体来说完成情况不太好。

6 批改评述总结

本次作业共五题，各题分值总结如下：

表 7: 各题分值分布及班级卷面平均分

题号 分值 全班均分（不含迟交、漏交和严重抄袭）

2 20 10.85

4 20 13.38

8 20 17.85

12 20 16.18

14 20 14.49

总分 100 72.75

完成得最差的是第一和第二题，很多同学对于混合指数分布不太了解，需要加强练习。
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